
3項の漸化式
3項の漸化式について、こんな決まりがあります。
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3項の漸化式

an+1 + αan + βan−1 = 0, a1 = p, a2 = q

は特性方程式

λ2 + αλ + β = 0

の解を用いて、一般項 an の形に変形することができる。
上の特性方程式が相異なる 2実解 λ1, λ2 をもつとき（すなわち α2 − 4β > 0のとき）

an =
q − λ2 p
λ1 − λ2

λ1
n−1 +

λ1 p − q
λ1 − λ2

λ2
n−1

となる。

［解説］
問題の漸化式

an+1 + αan + βan−1 = 0

を

an+1 − γan = δ(an − γan−1) (F)

の形に直すことを考えます。まず、この式を展開・変形して

an+1 − γan = δan − γδan−1

∴ an+1 + (−γ − δ)an + γδan−1 = 0

とします。これと問題の漸化式を見比べると

an+1+(−γ − δ)an+γδan−1 = 0
an+1+ α an+ β an−1 = 0

これより
{
−γ − δ = α

γδ = β
(1)

これは 2次方程式の解と係数の関係と同じです。この関係の係数にあたる部分（αと β）をもとに、下のよう
な 2次方程式を作ります。

λ2 + αλ + β = 0



このようにしてできた方程式を、特性方程式といいます。この方程式の相異なる 2 実解を λ1, λ2 とおくと、
解と係数の関係から

{
−λ1 − λ2 = α

λ1λ2 = β
(2)

となります。(1)と (2)より
{

γ = λ2

δ = λ1
または

{
γ = λ1

δ = λ2

が成り立ちます。ここで、(F)にこれを代入すると

an+1 − λ2an = λ1(an − λ2an−1) と (3)

an+1 − λ1an = λ2(an − λ1an−1) (4)

の 2通りに変形できます。
(3)の漸化式は、数列 {an+1 − λ2an}が、公比 λ1 の等比数列であることを示しています。
初項は初期条件（a1 = p, a2 = q）より、a2 − λ2a1 = q − λ2 pですから、一般項は

an+1 − λ2an = (q − λ2 p)λ1
n−1 ①

となります。
同じく、(4) の漸化式は、数列 {an+1 − λ1an} が、公比 λ2 の等比数列であることを示していて、初項は
a2 − λ1a1 = q − λ1 pですから、一般項は

an+1 − λ1an = (q − λ1 p)λ2
n−1 ②

となります。an+1 を消去するため、① −②を計算します。

(λ1 − λ2)an = (q − λ2 p)λ1
n−1 + (λ1 p − q)λ2

n−1

∴ an =
q − λ2 p
λ1 − λ2

λ1
n−1 +

λ1 p − q
λ1 − λ2

λ2
n−1

これで、一般項 an の形に変形することができました。


